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$D\subset \mathrm{R}^{n},$ $n\geq 2$ , $f$
$||f||_{*}= \sup_{Q}|Q|^{-1}\int_{Q}|f-f_{Q}|dm<\infty$
$BMO(D)$ . $dm$ $n$- Lebesgue , $\sup$ $D$
$Q$ $|Q|=m(Q)$ , $f_{Q}=|Q|^{-1} \int Qfdm$ , . $\sup$
. $BMO(D)$
Banach . $BMO$ John-Nirenberg .
1.1 (John-Nirenberg [7]). $f\in BMO(Q)$
$| \{x\in Q||f-f_{Q}|\geq t\}|\leq C_{1}\exp(-c2\frac{t}{||f||_{*}})$ , $t>0$ .
$\log|x|\in BMo(\mathrm{R}^{n})$ $C_{1},$ $C_{2}$ .
$\text{ _{}\backslash }1.1$ . $\exists c>0$ , $\forall f\in BMO(Q),$ $||f||_{*}\leq 1_{f}$ $e^{\mathrm{c}|\int|}\in L^{1}(Q)$ .
$BMO(Q)\subset LP(Q),$ $0<p<\infty$ . $BMO$
. $\emptyset(t)arrow\infty,$ $tarrow\infty$ $\phi$
$D\subset \mathrm{R}^{n}$ $||f||_{*}\leq 1$ $BMO(D)$ $f$ $\int_{D}\phi(|f|)dm=\infty$
. $Q$ $BMO$ $\mathrm{R}^{n}$ $BMO$
. :
(1) $D$ $BMO$ $D$ John-Nirenberg $D$
.
(2) – $D$ $E$ $D$ $BMO$ $E$ John-
Nirenberg .
John-Nirenberg –
. (1) Staples, Smith-Stegenga
\S 3 . \S 2 -- $BMO$
$BMO$ . \S 4 (2) .
\S \S 5, 6 – .
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2 $BMO$ ,
$BMO$ .
2.1 (cf. Reimann-Rychener $[12|$ ). $D$ $\mathrm{R}^{n}$ , $\lambda\geq 1$ . $f\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(D)$
$K:= \sup|Q|^{-}1\int_{Q}|f-f_{Q}|dm<\infty$
$\sup$ $d(Q,\partial D)\geq\lambda l(Q)$ .
$f\in BMo(D)$ $||f||_{*}\leq C\lambda K$ .
Whitney $\mathcal{B}MO$ . $\mathrm{R}^{\tau\iota}$
$D|$ $\mathcal{W}_{D}=\{Q\}$ Whitney $BMO(D)$
.
$BMO\iota(D):=\{f\in BMO(D)|f_{Q}=0, Q\in \mathcal{W}_{D}\}$ ,
$BMO_{g}(D):=\{f\in BMO(D)|f|Q=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}., Q\in \mathcal{W}_{D}\}$ .
$\mathcal{W}_{D}$ $Q\mathrm{o},$ $Q_{1},\ldots,Q_{n}$ $\overline{Q}_{k}\cap\overline{Q}k+1\neq\emptyset,$ $0\leq k\leq n-1$ $Q\mathrm{o}$ $Q_{\mathrm{n}}$
$n$ . $Q,$ $Q^{J}\in W_{D}$ $\mathcal{W}_{D}$ $\delta_{D}(Q, Q’)$ $Q$
$Q’$ . 21 $f\in BMO(D),$ $Q$ ,
$Q’\in \mathcal{W}_{D},\overline{Q}\cap\overline{Q}’=\emptyset$, $|f_{Q}-f_{Q^{\prime 1}}\leq C||f||*$ $BMO_{g}(D)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{\mathrm{P}}(w_{D}, \delta_{D})$
$BMO_{g}(D)$ . $BMO_{l}(D)$ $\mathrm{R}^{n}\backslash D$ $0$
$BMO(\bm{\mathrm{R}}^{n})$ $BMO_{l}(D)$ . $f\in BMO(D)$
$f(x)=(f(x)-fQ)+f_{Q}$ , $x\in Q\in w_{D}$
21. $BMO(D)=BMO\iota(D)\oplus BMo(gD)=BMO(\mathrm{R}^{r}\mathrm{L})|D+\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}(w_{D}, \delta_{D})$ .
Lip$(w_{D}, \delta D)=BMo_{g}(D)$ . $\mathrm{R}^{n}$ $D$
$k_{D}$
$k_{D}(_{X}, y).-- \inf_{\subset\gamma D}\int_{\gamma}\frac{ds}{\delta_{D}(x)}$ , $x,$ $y\in D$ ,
. $\delta_{D}(x)=d(X,\partial D)$ inf $x$ $y$ $D$ $\gamma$
. Whitney
$\mathcal{W}_{D}$ $\delta_{D}$ $D$ $k_{D}$ .






$\mathrm{R}^{n}$ $D$ $\alpha,$ $C>0$
$k_{D}(_{X,xo}) \leq\frac{1}{\alpha}\log\frac{\delta_{D}(X_{0})}{\delta_{D}(x)}+c$ , $x\in D$
$x0$
$\alpha-\mathrm{H}\ddot{\mathrm{o}}$] $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ . $0<\alpha\leq 1$ .
$D$ , $\Delta$ $D$ $f$ $\overline{\Delta}$ H\"older
$D$ H\"older . H\"older outer cusp
. $\alpha$-H\"older $D$
$x$ $\lim\inf_{narrow\infty}\frac{\delta_{D}(x_{\mathrm{O}})}{|x-x_{\mathfrak{n}}|}\geq\alpha$
$x_{n}\in D,$ $x_{n}arrow x$ , . John , Lipschtz H\"older .
$\phi$ : $[0, \infty)arrow[0, \infty)$ , : $\emptyset(t+1)\leq C\phi(t),$ $t\geq 1$ ,
.
3.1 (Smith-Stegenga [13]). $D$ $\mathrm{R}^{n}$ , $\phi$ , 2
:
(1) $\exists a>0,$ $\forall f\in BMO(D),$ $||f||_{*}\leq 1,$ $\int_{D}\phi(a|f|)dm<\infty$;
(2) $\exists b>0,$ $\int_{D}\phi(bk_{D}(\cdot,x_{0}))dm<\infty$ .
$\phi(t)=e^{t}$ :
(3) $c>0$ $D$ $c$-H\"older .
(2) $\Rightarrow(1)$ $||k_{D}(\cdot,x\mathrm{o})||*\leq C$ . (1) $\Rightarrow(2)$ $BMO$
John-Nirenberg . (2) $\Rightarrow(3)$ . $D$ ll\"oklcr
– ,
$\int_{B_{x}}e^{C_{1}k_{D(\cdot,)}}dx_{0}m\leq C_{2}$ , $x\in D$ , $(B_{\mathcal{I}}=B(X,\delta_{D}(X)/2))$
$C_{1},$ $C_{2}>0$ . (3) $\Rightarrow(2)$
,
. S th-Stegenga H\"older $D$ Whitney 1- : $|\{x\in D|\delta_{D}(X)\leq t\}|\leq C_{1}i^{c_{2}}$
(3) $\Rightarrow(2)$ .
3.1. $D\subset \mathrm{R}^{n}$ $D$ $BMO(D)$ John-Nirerbberg
$D$ H\"older .




$\mathrm{R}^{n}$ $D$ $D$ $E$ $E$ $BMO(D)$
.
(Step 1) $\mathrm{R}^{n}$ Whitney Smith-Stegenga (
4.1). .
(Step 2) $BMO(\bm{\mathrm{R}}^{n})=BMO(\mathrm{R}^{n}\backslash \{0\})$ $BMO(\mathrm{R}^{n})$
$D=\mathrm{R}^{n}$ ( 42). $BMO$ Step 1
( 43).
–
. $D$ $w$ $D$ – ,
, $C>0$
$0<M_{1}(Q, w)\leq CM_{\mathrm{O}}(Q, w)<\infty$ , $Q\in A_{D}$ ,
$w\in A_{1_{0}}^{\infty}\mathrm{C}(D)$ .
$A_{D}=\{Q\subset D|d(Q,\partial D)\geq\lambda\iota(Q)\}$ ,
$M_{p}(w, Q)=\{$
$\epsilon \mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{Q}w$ , $p=\infty$ ,
$(|Q|^{-}1 \int_{\mathrm{Q}}wd\mathrm{P})m\frac{1}{\mathrm{p}}$ , $p\neq 0,$ $p\neq\pm\infty$ ,
$\exp(|Q|^{-1}\int_{\mathrm{Q}}\log wdm)$ , $p=0$,
$\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{s}\inf_{Q}w$ , $p=-\infty$ .
( $\lambda$ ) . $w\in A_{1\mathrm{c}}^{\infty}(\circ D)$ $\alpha,$ $\beta\in \mathrm{R},$ $- \infty<\gamma<\frac{n}{n-2},$ $u$
$D$
$w(X)=\delta_{D}(X)^{\alpha}(k_{D}(x,x_{0})+1)^{\rho}u(X)\gamma$
. $w$ $BMO$ $BMO_{w}(D)$ , $d\mu=wdm$
$\sup_{Q\in A_{D}}\mu(Q)^{-}1\int_{Q}|f-f_{Q,\mu}|d\mu<\infty$
$D$ p $f$ . $w\in A_{1_{\mathrm{o}\mathrm{C}}}^{\infty}(D)$ $BMO_{w}(D)=$
$BMO(D)$ (cf. [12]) Whitney Smith-Stegenga
4.1. $D$ $\mathrm{R}^{n}$ , $\phi$ , $w\in A_{1_{\mathrm{o}\mathrm{C}}}^{\infty}(D),$ $d\mu=wdm,$ $E$ $D$
:
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$(\mathit{1}\rangle\exists p>0, \forall f\in BMO(D),$ $||f||_{*} \leq 1_{f}\int_{E}\phi(p|f|)d\mu<\infty$;
(2) $\exists p>0,$ $\int_{E}\emptyset(pk_{D}(\cdot,x_{\mathrm{o}}))d\mu<\infty$ .
(2) $p=$
$0< \forall p<C_{1}\min(1,p\mathrm{o}),$ $\forall f\in BMO(D),$ $||f||_{*}\leq 1$ ,
$\int_{E}\phi(p|f-f_{Q}\mathrm{o}|)d\mu\leq c_{2}(\mu(Q_{0})+\int_{E}\emptyset(p_{\mathrm{o}k_{D}}(\cdot,X_{0}))d\mu)$ .
$Q\mathrm{o}\subset D$ $d(Q_{0},\partial D)=l(Q_{0})$ , $x\mathrm{o}$ $Q\mathrm{o}$ .
. $D$ Whitney
$Q$ \mu (Q\cap E) $\approx\mu(Q)$ $Q$ $Q\cap E$
$\int_{E\cap Q}\emptyset$ ($p|f-f_{Q}$ $|$ ) $d\mu$ $\phi(\infty kD(\cdot,X_{0}))d\mu$ .
$\mu(Q\cap E)<<\mu(Q)$ $Q$ $D$ $Q\cap E$
$\mu(Q\mathrm{o})$ . 1
$\mu(Q\mathrm{o})$ $E$ . $E$
.
$BMO(\mathrm{R}^{n})$ $\mathrm{R}^{n}$ . $D=\mathrm{R}^{n}\backslash \{0\}$
$BMO(D)=BMO(\mathrm{R}^{n})$ , $k_{D}(x,x_{\mathrm{O}}) \approx\log(|x|+\frac{1}{|x|})$
, 41 $BMO(\bm{\mathrm{R}}^{n})$ . $BMO(\mathrm{R}^{n})$
$\mathrm{R}^{n}$ 4.1 $Q_{0}$ ,
.
$\phi,$ $0<p<\infty$ , $\mathrm{R}^{n}$ $E$ , $\mathrm{R}^{n}$
moment $N_{\phi,p}(E.)$ $N_{p}(E)$ :
$N_{\phi,p}(E).--|E|^{-1} \inf_{<0s<}(s^{-n}+\int_{E}\phi(p\log^{+}s|x-y|)dm(x)\mathrm{I}$ ;
$N_{p}(E):=|E|^{-1}$ $\inf_{\mathfrak{n},y\in \mathrm{R}}(\int_{E}|x-\eta J|^{\mathrm{P}}dr\gamma(x))\frac{\mathfrak{n}}{n+\mathrm{P}}$ .
$N_{\mathrm{e}^{t},\mathrm{p}}(E)\approx N_{\mathrm{p}}(E)$ , moment $E$ .
$s=|E|^{\frac{-1}{n}}$
$N_{\phi,p}(E) \leq 1+\inf_{y}|E|^{-1}\int E\mathrm{l}\emptyset(\frac{p}{n}\mathrm{o}\mathrm{g}^{+}\frac{|x-y|^{n}}{|F_{J}|})dm(X)$,
.
42. $\phi$ , $E$ $\mathrm{R}^{n}$ . :
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(1) $\exists p>0,$ $\forall f\in BMo(\mathrm{R}^{n}),$ $||f||_{*} \leq 1_{f}\int_{E}\phi(p|f|)dm<\infty j$
(2) $\exists p>0_{\mathrm{z}}\int_{E}\emptyset(p\log|+x|)dm<\infty$ .
(2) $p=$ $0<\forall p<C_{1}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}(1,po),$ $\forall f\in BMO(\mathrm{R}$“$)$ , $||f||_{*}\leq 1$ ,
$\inf_{\mathrm{c}\epsilon \mathrm{c}}\int_{E}\phi(p|f-C|)dm\leq c_{2}|E|N_{\emptyset,p\mathrm{O}}(E)$ .
$E$ . $\phi$
– . .
4.1. $\mathrm{R}^{n}$ $E$ f $E$ $BMO(\mathrm{R}^{\mathrm{r}\iota})$ $John- Nirer\iota ber_{\mathit{9}}$
$N_{p}(E)<\infty$ $p>0$ .
$BMO(\mathrm{R}^{n})$ John-Nirenberg .
Gehring-Palka [2] $\log(1+\frac{|x-y|}{\delta_{D}(y)})\leq k_{D}(x, y),$ $x,y\in D:$”1 $BMO$
.
4.3. 4.1 $w=1$ , :
$\inf_{c\in \mathrm{C}}\int_{E}\phi(p|f-c|)dm\leq C(|E|N\phi_{P\mathrm{O}},(E)+\inf_{x\mathrm{o}\in D}\int_{E}\phi(p\mathit{0}kD(\cdot,X\mathrm{o}))dm)$ .
5
$\mathrm{R}^{\tau\iota}$ $D^{J}$ $D$ $C>0$
$k_{D}(x,y) \leq C\{k_{D’}(x,y)+\log(\frac{\delta_{D}(x)-\vdash\delta D(y)\text{ }|\mathcal{I}-?/|}{\min(\delta_{D}(x),\delta D(y))})\}$ , $x,y\in D$
.
$D$ D/- . $k_{\mathrm{R}^{n}}$ $0$ . $D’=\mathrm{R}^{n}$ :
$k_{D}(_{X},y) \leq c\log(\frac{\delta_{D}(x)+\delta_{D}(y)+|x-y|}{\min(\delta_{D}(x),\delta D(y))})$ , $x,$ $y\in D$
$D$ – . : $D$ $D’$- $F^{-}$. $D’arrow G’$
$G=F(D)$ GJ- . John , H\"older
. , .
5.1 (Jones [8], Gotoh [3]). $D,$ $D’,$ $D\subset D’$ , $BMO(D)=BMO(D’)|D^{\cdot}$
$D$ D/- .
43 5.1 JI\"older 3.1 .
5.2. $D_{f}D’,$ $D\subset D^{J}$ , , :
(1) $D$ DJ- ;
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(2) $\exists p,\infty,C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall x\in D$ ,
$\int_{E},$ $e^{pk_{D(\cdot,x}}dm \int_{\lrcorner})\Gamma e-\mathrm{P}^{k}D(\cdot,x)dm\leq C(|E|^{2}N(p\mathrm{o})E2+(\int_{L^{l^{\urcorner}}}e^{p_{0}}dm\mathrm{I}^{2}k_{D’}(\cdot,\mathcal{I}))$
(3) $\exists p,\infty,C>0,$ $\forall E\subset D_{f}\forall f\in BMO(D),$ $||f||_{*}\leq 1_{f}$
$\inf_{c\in}$
$\int_{E},$ $e^{\mathrm{p}1f}- \mathrm{c}|dm\leq C(|E|N_{p\mathrm{o}}(E)+\inf_{\mathcal{I}_{()}\in D}\int_{EJ}e^{\mathrm{p}\mathrm{o}k_{D}(\cdot,)}d\prime x_{\mathrm{O}}m)$ .
5.1. $D$ :
(1) $D$ – ;
(2) $\exists p,p0,C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall x\in D$ ,
$\int_{E}d^{\mathit{1}k_{D(\cdot,x}})dm\int E)e-PkD(\cdot,xdm\leq C|E|^{2}N(P\mathrm{o})E2$ ;
(3) $\exists p,\infty,$ $C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall f\in BMO(D),$ $||f||_{*}\leq 1$ ,
$\inf_{\mathrm{c}\in \mathrm{C}}\int_{E}e^{p}-c|d|fm\leq C|E|N(P\mathrm{o}E)$ .
6 ,
$\mathrm{R}^{n}$ $D$ $S^{+}(D),$ $H^{+}(D)$ $D$
. Green Harnack ,
$- \infty\leq p<\frac{n}{n-2}$
$0<M_{p}(u, Q)\leq CM_{-}\infty(u, Q)<\infty$ , $u\in S^{+}(D),$ $Q\in A_{D}$ .
, $D$ $w$ H\"older $\log w\in BMo(D)$ –
$||\log$ $u||_{*}\leq C_{n},$ $u\in S^{+}(D)$ (Lindqvist $[9|$ ).
6.1. $D$ $\mathrm{R}^{n}$ , $\phi$ , $w\in A_{10}^{\infty}(\mathrm{C}D),$ $d\mu=wdm,$ $E$ $D$
, $>0$ $p,$ $C>0$ $D$
$E$ , $u\in S^{+}(D)$
$\int_{F}\lrcorner 0\emptyset(p|\mathrm{l}\mathrm{g}u-(\log u)_{B}0|)wdm\leq C(\int_{B_{\mathrm{O}}}wdm+\int_{Fz}\phi(Pok_{D}(\cdot,x_{\mathrm{o}}))wdm)$ ,
$B0\subset D$ $d(B\mathrm{O}, \partial D)=\Gamma \mathrm{a}\mathrm{d}(B\mathrm{o})$ , $x0$ .
$H^{+}(D)$ Harnack $|\log u(x)-\log u(xo)|\leq$




6.2. $D’\subset \mathrm{R}^{n}$ $D$ :
(1) $D$ D’- ;
(2) $\exists p,n,C>0_{f}\forall E\subset D,$ $\forall u\in s+(D)$ ,
$\int_{E}u^{p}dm\int Eu^{-_{P}}dm\leq C(|E|^{2}N_{p}(\mathrm{o}E)2\inf_{\mathrm{o}}+(\mathcal{I}\epsilon D\int_{E\prime}e^{p\prime}dm)^{2}\mathrm{o}k_{D}(\cdot,x\mathrm{o}))$ .
(1) $\Rightarrow(\mathit{2})$ . $D$ , 2 .
6.1. $D\subset \mathrm{R}^{n}$ :
(1) $D$ - ;
(2) $\exists p,p_{0},$ $C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall u\in S+(D)_{f}$
$\int_{E}u^{p}dm\int Eu^{-p}dm\leq C|E|^{2}N(p\mathrm{O}E)2$ .
(1) $\Rightarrow(\mathit{2})$ . , 2 .
H\"older .
6.3 (Masumoto [10], Smith-Stegenga [14], Stegenga-Ullrich [16]). $\mathrm{R}^{n}$
$D$ :
(1) $D$ : H\"older ;
(2) $\exists p,$ $C>0,$ $\forall u\in S^{+}(D),$ $\int_{D}u^{p}dm\leq c_{u}(_{\mathcal{I}_{0}})^{p_{j}}$
(3) $\exists p,C>0,$ $\forall u\in S^{+}(D),$ $\int_{D}u^{-}Pdm\leq C(uB_{\mathrm{O}})-p$ .
(1) $\Rightarrow(\mathit{2}),$ (1) $\Rightarrow(\mathit{3})$ . $D$ , 3
.
$F$ : $Darrow D’$ Jacobian $J_{F}$ 1 $\log J_{F}\in BMO(D)$ (cf. [12])
. .
6.4. $D\subset \mathrm{R}^{n}$ :
(1) $D$ - ;
(2) $\forall K\geq 1,$ $\exists p,p0,C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall F:Darrow \mathrm{R}^{\dot{n}}$ ( K- ),
$\int_{E}J_{F}^{p}dm\int EmJ^{-p}pd\leq c|E|^{2}N_{p}(\mathrm{o}E)^{2}$.
(1) $\Rightarrow(\mathit{2})$ . $D$ – 2 .
62. $D$ :
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(1) $D$ - ;
(2) $\exists p,p_{0},c>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall F:Darrow \mathrm{R}^{n}$ ( ),
$\int_{\Gamma_{d}^{\iota}}\sqrt{F}dm\int\Gamma lmdJ_{F}^{-\mathrm{P}}d\leq C|E|^{2}N(p_{\mathrm{O}}E)2$.
6.3. $D\neq \mathrm{R}^{2}$ :
, (1) $D$ ;
(2) $\exists p,p),C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall u\in S^{+}(D)_{f}$
$\int_{E}u^{p}dm\int Eu^{-_{P}}dm\leq C|E|^{2}N_{p0}(E)2$ ;
(3) $\exists p,P\mathrm{o},C>0,$ $\forall E\subset D,$ $\forall F:Darrow \mathrm{R}^{2}$ (’$i$ ),
$\int_{E}J_{F}^{\mathrm{P}}dmI_{E}^{J}Fm-\mathrm{P}d\leq c|E|^{2}N_{p\mathrm{o}}(E)2$ .
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